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概要

近年，テンソル圏において通常の環論におけるそれを一般化する形で定義される単純代数の概
念が注目されている．本講演では 1の冪根における量子座標環 Oq(SL2)の余イデアル部分代数
の生成元と代数構造について説明する．さらにそれを用いた Rep(uq(sl2)) における単純代数の
構成例を紹介する．

1 導入
非退化なリボン構造をもつ有限テンソル圏はモジュラーテンソル圏と呼ばれる．モジュラーテンソ

ル圏は，三次元閉多様体の不変量や，閉曲面の写像類群の射影表現などの構成において非常に重要で
ある [BK01, KL01]．しかしモジュラーテンソル圏の例を与えることは一般には難しい．よく知られ
ているモジュラーテンソル圏の例としては，有限群の表現圏の Drinfeld centerや，良いクラスの頂
点作用素代数の表現圏などがある．また単純リー代数 gに付随する 1の冪根 q における量子群 uq(g)

の表現圏 Rep(uq(g)) を “半単純化”することで半単純なモジュラーテンソル圏が得られる [BK01]．
さらにパラメータ q の位数に関する適当な条件のもとで，Rep(uq(g))自体が非半単純なモジュラー
テンソル圏になることも知られている [Lyu95]．
さて，テンソル圏において通常の環論におけるそれを一般化する形で単純代数が定義される．最近

のモジュラーテンソル圏の研究において，Shimizu-Yadavは次の定理を示した：

定理 1.1 ([SY24]). C をモジュラーテンソル圏，Aを C における単純，可換かつ haploidな対称フ
ロベニウス代数とする．このとき局所加群の圏 Cloc

A はモジュラーテンソル圏である．

定理に現れる各言葉の定義は [SY24]を参照されたい．この定理からもわかるように単純代数は，テ
ンソル圏やモジュラーテンソル圏の研究において重要な役割を果たす．
本講演では，清水健一氏 (芝浦工業大学) との共同研究 [SS24] に基づき，q が 1 の奇数乗根

の場合の量子群 uq(sl2) の表現圏 Rep(uq(sl2)) における単純代数の構成例について説明する．
Skryabin[Skr07] の結果から，Oq(SL2) の余イデアル部分代数は Rep(uq(sl2)) の単純代数になる．
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Oq(SL2)の余イデアル部分代数の分類に関する結果は第 20回数学総合若手研究集会でも紹介してい
るが，今回の講演では，それらの生成元と関係式を完全に決定したことを報告する．さらにこの結果
を用いて構成される，Rep(uq(sl2))における単純代数の具体例についても紹介する．

2 準備
2.1 記号と用語

基礎体 kを標数 0の代数閉体とする．本稿では特に注意しない限り線形空間などはすべて k上で
考え，⊗k を⊗と表す．またm ∈ Zに対し，q ∈ k× \ {1}のとき (m)q := (1− qm)/(1− q) ，q = 1

のとき (m)q := mと定める．さらに (0)q! := 1，n ∈ Nに対し (n)q! := (1)q(2)q · · · (n)q とする．
ホップ代数 H が与えられたとき，H の余積と余単位をそれぞれ ∆ と ε で表し，余積に関して

∆(h) = h(1) ⊗ h(2) (h ∈ H)のように書くことにする (Sweedler記法)．またH の双対ホップ代数を
H∗ と表す．その他のホップ代数に関する記号は基本的に [Kas95]の通りとする．またホップ代数に
関する基本的なことは例えば [Kas95]や [Mon93]を参照されたい．

定義 2.1. ホップ代数 H の右余イデアル部分代数 Aとは ∆(A) ⊂ A⊗H を満たす H の部分代数で
ある．左余イデアル部分代数も同様に定義されるが，本稿では特に注意しない限り余イデアル部分代
数といえば右余イデアル部分代数のことを指すこととする．

2.2 モノイダル圏における単純代数

この節ではモノイダル圏とそれにおける単純代数の概念を簡単に説明する．詳しくは [EGNO15]

を参照されたい．
圏 C に対し，関手 ⊗ : C × C → C，対象 1 ∈ C および自然同型

aX,Y,Z : (X ⊗ Y )⊗ Z → X ⊗ (Y ⊗ Z), lX : 1⊗X → X, rX : X ⊗ 1 → X (X,Y, Z ∈ C)

が与えられているとする．自然同型 a, l, rが三角形公理および五角形公理を満たすとき C をモノイダ
ル圏といい，関手 ⊗をテンソル積関手，対象 1を単位対象という．Mac Laneのコヒーレンス定理
により，a, l, rは恒等射であると仮定してよい．そこで以下，常に a, l, rは恒等射であると仮定する．
ある有限次元代数の有限次元表現の圏と同値となる線形アーベル圏を有限アーベル圏という．rigid

なモノイダル圏（定義は [EGNO15, §2.10]を見よ）が，テンソル積関手が双線形，単位対象が単純
対象，EndC(1) ∼= kであって有限アーベル圏でもあるとき，この圏を有限テンソル圏という．
C をモノイダル圏とし，Aを C の対象，µ : A⊗A→ Aおよび η : 1 → Aを C の射とする．図式
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が可換であるとき，Aを C における代数という．



モノイダル圏 C における代数 Aが与えられたとする．対象M ∈ C と射 aM :M ⊗A→M が図式
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を可換にするとき，M を C における右 A-加群といい aM を作用という．さらに C の射であって A

の作用と整合性を保つような A-加群の射が定義され，これを用いて右 A-加群の圏 CA が定義される．
同様にして左 A-加群の圏 AC 及び A-双加群の圏 ACA が定義される．C における代数 Aが ACA にお
いて単純対象であるとき，Aを単純代数という．
有限次元ホップ代数 H に対し Rep(H)を有限次元左 H-加群の圏とし，MH , MH をそれぞれ有

限次元の右 H-加群，右 H-余加群の圏とする．これらはすべて有限テンソル圏になる．また H の
余イデアル部分代数 A はMH における代数となることに注意せよ．相対ホップ加群の圏MH

A は
C = MH としたときの CA として定義される [Tak79]．本稿の目的である，余イデアル部分代数を用
いた Rep(uq(sl2))における単純代数の構成において重要なのが Skryabin による次の結果である．

定理 2.2 ([Skr07, Theorem6.1]). H を有限次元ホップ代数，Aを H の右余イデアル部分代数とす
る．このとき AはMH

A における単純対象である．

この定理から H の右余イデアル部分代数 A は MH の単純代数であることがわかる．MH は
Rep(H∗)と同一視できるから，Aは Rep(H∗)における単純代数となっているのである．

3 有限次元ホップ代数の余イデアル部分代数について
本節では有限次元ホップ代数の余イデアル部分代数について，本稿で用いる事実を紹介する．

3.1 双対ホップ代数の余イデアル部分代数

有限次元ホップ代数 H のすべての右余イデアル部分代数の集合を C(H) と書くことにする．
A ∈ C(H)に対し A+ := A ∩ Ker (ε)とおく．H/A+H は H の商余代数として左 H-加群余代数に
なっており，その双対空間 (H/A+H)

∗ は右 H∗-余加群代数，つまり H∗ の右余イデアル部分代数と
みなせる．この (H/A+H)

∗ について次が知られている：

定理 3.1 ([Mas92, Proposition 2.10]，[Skr07, Corollary 6.5]). 記号は上記の通りとする．対応
A 7→ (H/A+H)

∗ は，C(H)と C (H∗)の間の全単射を定める．

さて Lを有限次元ホップ代数とし，非退化なホップペアリング (−,−) : L×H → kが与えられた
とする．このときホップ代数としての同型 ϕ : L → H∗ が ϕ(ℓ)(h) = (ℓ, h) (ℓ ∈ L, h ∈ H)によっ
て誘導される．この ϕと対応 A 7→ (H/A+H)

∗ を組合わせて得られる写像

C(H) → C(L), A 7→ ϕ−1((H/A+H)∗) =: A† (3.1)



は全単射である．Skryabin[Skr07, Theorem 6.1]の結果を用いれば，この A† の次元は

dim(A) · dim(A†) = dim(H) (3.2)

によって与えられる．また Lに右 H-作用 ℓ ↼ h = (ℓ(1), h)ℓ(2) が定まるが，この作用を用いて A†

は次のように表される：

A† = {ℓ ∈ L | ℓ ↼ a = ε(a)ℓ for all a ∈ A} (A ∈ C(H)). (3.3)

3.2 余イデアル部分代数の積分

H を有限次元ホップ代数，AをH の余イデアル部分代数とする．Aの要素 Λが任意の a ∈ Aに対
し Λa = ε(a)Λを満たすとき，Λを Aの右積分という．Skryabin の結果 [Skr07, Corollary 6.5]か
ら Aはフロベニウス代数であるため，Aはスカラー倍を除いて一意的な 0でない右積分を常にもつ．

補題 3.2. 3.1節の記号を引き続き用いる．A ∈ C(H)に対して対応 (3.1)の Lの余イデアル部分代
数 A† について，Aの 0でない右積分 Λを用いて A† = L ↼ Λ が成り立つ．

証明. H の Lへの作用は ϕ : L → H∗ が右 H-加群の同型になるように定められる．また H は有限
次元ホップ代数であるからフロベニウス代数でもあり，つまりH∗ は右H-加群としてH と同型であ
る．一方で [Skr07, Theorem 6.1]より H は自由 A-加群である．以上の議論を組み合わせると Lが
自由 A-加群であることがわかる．
さて，右 A-加群M に対して I(M) = {m ∈M | ma = ε(a)m for all a ∈ A} と表すことにする．

A の 0 でない右積分はスカラー倍を除いて一意的であることから I(A) = kΛ = AΛ が成り立つ．
今，Lは A上自由であったから I(L) = LΛ，つまり本補題の主張を得る．証明が完了した．

4 量子 SL2 とその余イデアル部分代数
N > 1を奇数とし，q を 1の原始 N 乗根とする．本節ではまず小さな量子群 uq(sl2)と量子座標

環Oq(SL2)について説明する．特に uq(sl2)-加群としてのOq(SL2)について調べ，またパラメータ
q を q−1 に取りかえた uq−1(sl2)と Oq−1(SL2)についても説明する．そして量子 SL2 の余イデアル
部分代数の分類結果を紹介する．

4.1 小さな量子群 uq(sl2)と量子座標環 Oq(SL2)

小さな量子群 uq(sl2)とは，E,F,K で生成され，

EN = FN = 0, KN = 1, KE = q2EK, KF = q−2FK, EF − FE =
K −K−1

q − q−1
,

∆(K) = K ⊗K, ∆(E) = E ⊗K + 1⊗ E, ∆(F ) = F ⊗ 1 +K−1 ⊗ F,

ε(K) = 1, ε(E) = ε(F ) = 0



を満たすホップ代数である．なお本稿では計算を簡潔にするため，F̃ = (q− q−1)KF とおき uq(sl2)

の生成元として E, F̃ ,K を用いることがある．
量子座標環 Oq(SL2)とは，a, b, c, dで生成され

aN = dN = ad− q−1bc = da− qbc = 1, bN = cN = 0,

ba = qab, ca = qac, db = qbd, dc = qcd, bc = cb,

∆(a) = a⊗ a+ b⊗ c, ∆(b) = a⊗ b+ b⊗ d, ∆(c) = c⊗ a+ d⊗ c, ∆(d) = c⊗ b+ d⊗ d,

ε(a) = ε(d) = 1, ε(b) = ε(c) = 0.

を満たすホップ代数である．
よく知られている事実として uq(sl2)とOq(SL2)はお互いに双対ホップ代数である．実際，uq(sl2)

の各生成元に対し

ρ(E) =

(
0 1
0 0

)
, ρ(F ) =

(
0 0
1 0

)
, ρ(K) =

(
q 0
0 q−1

)
で与えられる 2次表現 ρを用いて，非退化なホップペアリング (−,−) : Oq(SL2)× uq(sl2) → kが(

(a, h) (b, h)
(c, h) (d, h)

)
= ρ(h) (h ∈ uq(sl2)) (4.1)

により決定される．詳しくは [Cli19, Appendix A]を見よ．

4.2 Oq(SL2)の基底と uq(sl2)による作用

Oq(SL2)の定義において，dは可逆元で a =
(
q−1bc+ a

)
d−1 が成り立つ．よって

Oq(SL2) =
〈
b, c, d

∣∣ dN = 1, bN = cN = 0, db = qbd, dc = qcd, bc = cb
〉

と表すことができ，このとき {
bicjdk

∣∣ i, j, k = 0, 1, · · · , N − 1
}

(4.2)

が Oq(SL2)の基底となる．次に x = bd−1, y = cd, z = d2 とおく．容易にわかるように{
xiyjzk

∣∣ i, j, k = 0, 1, · · · , N − 1
}

(4.3)

も Oq(SL2)の基底である．直接的な計算から xiyjzk = q−
1
2 i(i−1)+ 1

2 j(j−1)−ijbicjd−i+j+2k を得る．
さて，Oq(SL2)の各生成元への h ∈ uq(sl2)の作用はホップペアリング (4.1)を用いて(

a ↼ h b ↼ h
c ↼ h d ↼ h

)
=

(
(a, h)a+ (b, h)c (a, h)b+ (b, h)d
(c, h)a+ (d, h)c (c, h)b+ (d, h)d

)
= ρ(h)

(
a b
c d

)
となる．特に uq(sl2)の各生成元の右作用は

a ↼ E = c, b ↼ E = d, c ↼ E = 0, d ↼ E = 0,

a ↼ F = 0, b ↼ F = 0, c ↼ F = a, d ↼ F = b,

a ↼ K = qa, b ↼ K = qb, c ↼ K = q−1c, d ↼ K = q−1d

である．これらを用いて基底 (4.3)への E,F,K の作用が得られる：



補題 4.1. それぞれ i, j, k = 0, 1, · · · , N − 1に対して次が成り立つ：

xiyjzk ↼ E = q−2(j+k)+1(i)q2x
i−1yjzk,

xiyjzk ↼ F = (−i+ 2j + 2k)q2x
i+1yjzk + q−2i(j)q2x

iyj−1zk,

xiyjzk ↼K = q2(i−j−k)xiyjzk.

この補題 4.1によって各 k = 0, 1, · · · , N − 1に対し

Vk := span{xiyjzk | i, j = 0, 1, · · · , N − 1} (4.4)

は uq(sl2)-加群として Oq(SL2)の部分加群になることがわかる．

4.3 uq−1(sl2)と Oq−1(SL2)

ホップ代数 uq−1(sl2)の各生成元 E,F,K をそれぞれ σ(E) = KF , σ(F ) = EK−1, σ(K) = K と
対応させるとき，σはホップ代数としての一意的な同型 σ : uq−1(sl2) → uq(sl2)になる [KS97]．また
同様に σ̌(a) = d, σ̌(b) = qc, σ̌(c) = q−1b, σ̌(d) = aと対応させることで σ̌ : Oq(SL2) → Oq−1(SL2)

もホップ代数の同型になる．この節では Oq(SL2) と uq(sl2) のホップペアリングを，q を明記し
て (−,−)q と表すことにする．それぞれの各生成元に対して直接的に計算することにより，任意の
h ∈ uq−1(sl2) と f ∈ Oq(SL2) に対して (f, σ(h))q = (σ̌(f), h)q−1 が成り立つことがわかる．これ
を用いれば次の補題が従う．

補題 4.2. uq−1(sl2)の余イデアル部分代数 Aに対して，σ(A)† = σ̌(A†)が成り立つ．

証明. 任意の f ∈ Oq(SL2)と h ∈ uq−1(sl2)に対して

σ̌(f)↼ h = (σ̌(f(1)), h)q−1 σ̌(f(2)) = (f(1), σ(h))q σ̌(f(2)) = σ̌(f ↼ σ(h))

が成り立つ．この等式と (3.3)から本補題の主張を得る．

4.4 量子 SL2 の余イデアル部分代数

まず小さな量子群 uq(sl2)の余イデアル部分代数について次が成り立つ．

命題 4.3 ([SS24]). 1の奇数乗根 q における uq(sl2)の余イデアル部分代数は以下ですべてである：

uq(sl2), 〈Kr〉, 〈E,Kr〉, 〈F̃ ,Kr〉 (r ∈ Zは N の正の約数) ,

〈E + αF̃ + βK〉 (α, β ∈ k, (α, β) 6= (0, 0)), 〈F̃ + βK〉 (β ∈ k, β 6= 0),

〈E + λK, F̃ + µK〉
(
λ, µ ∈ k s.t. λµ

(
1− q2

)
= 1

)
.

さらにこれらの次元はそれぞれ次のようになる：

dim〈Kr〉 = N/r, dim〈E,Kr〉 = dim〈F̃ ,Kr〉 = N2/r,

dim〈E + αF̃ + βK〉 = dim〈F̃ + βK〉 = N, dim〈E + λK, F̃ + µK〉 = N2.

5.1節のために uq(sl2)の余イデアル部分代数について，2つの補題を準備しておこう．



補題 4.4. α, β ∈ k を固定し pα,β = E + αF̃ + βK とおく．多項式 ψ(X) を次のように定める：
ψ(X) :=

∏(N−1)/2
k=1

(
X2 − β(q2k + q−2k)X + β2 + (q2k − q−2k)2/(1− q2)α

)
. このとき，多項式

(X − β)ψ(X)は pα,β の最小多項式であり，Λα,β := ψ(pα,β) は 〈pα,β〉の 0でない右積分になる．

補題 4.5. 余イデアル部分代数 〈E+λK, F̃+µK〉の生成元を gλ = λ−1(E+λK), hµ = µ−1(F̃+µK)

ととり，〈E + λK, F̃ + µK〉 = 〈gλ, hµ〉 =: Bλ,µ とする．このとき Λλ,µ :=
∑N−1

i=0

∑N−1
j=0 gλ

ihµ
j は

Bλ,µ の 0でない右積分である．

命題 4.3で与えた余イデアル部分代数に定理 3.1を適用することで，量子座標環 Oq(SL2)の余イ
デアル部分代数の完全なリストが得られる．さらに (3.2)を用いることでそれらの次元もわかる．

命題 4.6. 1の奇数乗根 q における Oq(SL2)の余イデアル部分代数は以下ですべてである：

Oq(SL2), 〈Kr〉†, 〈E,Kr〉†, 〈F̃ ,Kr〉† (r ∈ Zは N の正の約数) ,

〈E + αF̃ + βK〉† (α, β ∈ k, (α, β) 6= (0, 0)), 〈F̃ + βK〉† (β ∈ k, β 6= 0),

〈E + λK, F̃ + µK〉†
(
λ, µ ∈ k s.t. λµ

(
1− q2

)
= 1

)
.

これらの次元はそれぞれ次のようになる：

dim〈Kr〉† = rN2, dim〈E,Kr〉† = dim〈F̃ ,Kr〉† = rN,

dim〈E + αF̃ + βK〉† = dim〈F̃ + βK〉† = N2, dim〈E + λK, F̃ + µK〉† = N.

5 主結果
5.1 量子座標環 Oq(SL2)の余イデアル部分代数の生成元

本節も N > 1を奇数とし，q を 1の原始 N 乗根とする．

定理 5.1 ([SS24]). 命題 4.6で与えたOq(SL2)の各余イデアル部分代数の生成元は次のようになる：

〈Kr〉† = 〈aN/r, a−1b, ac〉 = 〈dN/r, bd, cd−1〉, 〈E,Kr〉† = 〈dN/r, cd−1〉, 〈F̃ ,Kr〉† = 〈aN/r, a−1b〉,

〈E + αK〉† = 〈cd−1, d2 + (q − q−1)αbd〉, 〈F̃ + βK〉† = 〈a−1b, a2 − q2βac〉 (α, β ∈ k)

〈E + αF̃ + βK〉† = 〈yα,β , zα,β〉 (α, β ∈ k, (α, β) 6= (0, 0)),

〈E + λK, F̃ + µK〉† = 〈wλ,µ〉
(
λ, µ ∈ k s.t. λµ

(
1− q2

)
= 1

)
.

但し yα,β , zα,β , wλ,µ はそれぞれ，補題 4.4と補題 4.5の右積分 Λα,β , Λλ,µ を用いて

yα,β :=
q−1

(N − 1)q2 !

(
xN−1y ↼ Λα,β

)
, zα,β :=

q−1

(N − 1)q2 !

(
xN−1z ↼ Λα,β

)
,

wλ,µ := xN−1yN−1z ↼ Λλ,µ

とする．

証明の概略. まず 〈Kr〉†, 〈E,Kr〉†, 〈E+αK〉†について，(3.3)と補題 4.1より ‘⊃’がわかる．一方，
命題 4.6で与えたそれぞれの次元と比較することにより ‘⊂’を得る．さらにこれらに対し補題 4.2を
用いることにより，〈F̃ ,Kr〉† と 〈F̃ + βK〉† の生成元も得られる．



次に 〈E + αF̃ + βK〉† について，補題 4.1を用いれば yα,β と zα,β が 0でないことがわかる．こ
の事実と補題 3.2より ‘⊃’を得る．また次元を比較することで ‘⊂’も得られる．
最後に A := 〈E + λK, F̃ + µK〉† を考える．まず 〈−〉† の定義 (3.1)に基づいて直接計算すると代

数として A ∼= k
N となることがわかる．一方で wλ,µ は，(4.4)の uq(sl2)-加群 V1 に含まれ，0でな

い元であることが示される．これらの事実と補題 3.2 に考慮すれば，〈E + λK, F̃ +µK〉† は wλ,µ に
よって生成されることがわかる．

m を正の整数，n を m の約数，ξ を 1 の原始 n 乗根とする．代数 Tm,n(ξ) を gn = 1, xm = 0,

gx = ξxgを満たす g, xで生成される代数とする．

定理 5.2 ([SS24]). 量子座標環 Oq(SL2)の各余イデアル部分代数の代数構造は次のようになる：

(1) 余イデアル部分代数 〈Kr〉† の生成元 s := bd, t := cd−1, p = dN/r は次の関係式を満たす：

sN = tN = 0, pr = 1, ts = q−2st , ps = qN/rsp, pt = qN/rtp. (5.1)

(2) それぞれ次のような，代数としての同型が存在する：

TN,r

(
qN/r

)
→ 〈E,Kr〉†, g 7→ dN/r, x 7→ cd−1.

TN,r

(
q−N/r

)
→ 〈F̃ ,Kr〉†, g 7→ aN/r, x 7→ a−1b.

TN,N

(
q−2

)
→ 〈E + αK〉†, g 7→ d2 +

(
q − q−1

)
αbd, x 7→ cd−1.

TN,N

(
q2
)
→ 〈F̃ + βK〉†, g 7→ a2 − q2βac, x 7→ a−1b.

TN,N (q−2) → 〈E + αF̃ + βK〉†, g 7→ zα,β , x 7→ yα,β .

(3) 余イデアル部分代数 〈E + λK, F̃ + µK〉† = 〈wλ,µ〉は，代数として k
N と同型である．

但し yα,β , zα,β , wλ,µ は定理 5.1の通りである．

注意 5.3. 余イデアル部分代数 〈E + λK, F̃ + µK〉† の生成元 wλ,µ の最小多項式については例 5.6

で解説する．

5.2 Rep(uq(sl2))における単純代数の例

2.2 節の議論から Oq(SL2) の余イデアル部分代数は，h ∈ uq(sl2), f ∈ Oq(SL2) のとき左作用
h ⇀ f = f(1)(f(2), h) によって Rep(uq(sl2)) における単純代数となる．Oq(SL2) の各生成元への
uq(sl2)の左作用は

E ⇀ a = 0, E ⇀ b = a, E ⇀ c = 0, E ⇀ d = c,

F ⇀ a = b, F ⇀ b = 0, F ⇀ c = d, F ⇀ d = 0,

K ⇀ a = qa, K ⇀ b = q−1b, K ⇀ c = qc, K ⇀ d = q−1d



である．また基底 (4.2)への作用はそれぞれ次のようになる：

E ⇀ bicjdk = q−2i−k+1(i+ k)q2b
icj+1dk−1 + q−2i−k+2(i)q2b

i−1cjdk−1 (5.2)

F ⇀ bicjdk = qi−j+1(j)q2b
icj−1dk+1, (5.3)

K ⇀ bicjdk = q−i+j−kbicjdk (5.4)

例 5.4. 整数 r を N の正の約数とする．定理 5.1 と定理 5.2 より，〈Kr〉† は関係式 (5.1) を満た
す s := bd, t := cd−1, p := dN/r によって生成される，Rep(uq(sl2)) における単純代数である．
(5.2)–(5.4)から，生成元 s, t, pへの E,F,K の左作用はそれぞれ次のようになる：

E ⇀ s = q−2(q + q−1)st+ q−1, F ⇀ s = 0, K ⇀ s = q−2s,

E ⇀ t = −qt2, F ⇀ t = 1, K ⇀ t = q2t,

E ⇀ p = q−N/r+1(N/r)q2tp, F ⇀ p = 0, K ⇀ p = q−N/rp.

例 5.5. 定理 5.1と定理 5.2より，〈E + αK〉† (α ∈ k)は関係式 tN = 0, vN = 1, vt = q2tv を満た
す t := cd−1 と v := d2 + (q − q−1)αbdによって生成される，Rep(uq(sl2))における単純代数であ
る．まず生成元 tへの E,F,K の作用は例 5.4と同じである．また (5.2)–(5.4)から，生成元 v への
E,F,K の作用はそれぞれ次のようになる：

E ⇀ v = (q + q−1)tv + α(1− q−2), F ⇀ v = 0, K ⇀ v = q−2v.

例 5.6. 定理 5.1と定理 5.2より，λµ
(
1− q2

)
= 1を満たす λ, µ ∈ kに対しA = 〈E+λK, F̃+µK〉†

は，w := wλ,µ = h ↼ Λ によって生成される，Rep(uq(sl2)) における単純代数である．但し
h = xN−1yN−1z = q−1bN−1cN−1d2 とし，Λ := Λλ,µ は補題 4.5で与えた Aの右積分とする．Aの
生成元 wの最小多項式およびE,F,K の wへの左作用を決定しよう．Vk を (4.4)におけるOq(SL2)

の uq(sl2)-部分加群とする．このとき A ∩ Vk は 1次元で，0 6= wk ∈ A ∩ Vk となることが示せる．
まず w の最小多項式について，wN 6= 0 と wN ∈ A ∩ V0 = k1A より，ある c ∈ k× が存在して

wN = cとなる．さらにこの定数 cについて

c = ε(c) = ε(wN ) = ε(w)N = (h(1),Λ)ε(h(2)) = (h,Λ)N

が成り立つ．従って w の最小多項式は ψ(X) = XN − (h,Λ)N である．
次に K の左作用は (5.4)から K ⇀ w = q−2w となる．E と F の作用について，w ∈ V1 に注意

して (5.2)と (5.3)を用いれば

E ⇀ w = (const.) · xN−2yN−1 ∈ A ∩ V0, F ⇀ w = (const.) · xN−1yN−2z2 ↼ Λ ∈ A ∩ V2

を得る．これよりある δ, δ′ ∈ kを用いて E ⇀ w = δ, F ⇀ w = δ′w2 となることがわかる．さらに

δ = ε(E ⇀ w) = ε(E ⇀ h ↼ Λ) = (h(1),Λ)ε(h(2))(h(3), E) = (h,ΛE)

より δ = (h,ΛE)を得る．また [MS01, Theorem 3.1]から δ は可逆で，δ′ = −qδ−1 が従う．以上の
議論をまとめると，Aの生成元 w への E,F,K の作用は，δ = (h,ΛE)として

K ⇀ w = q−2w, E ⇀ w = δ, F ⇀ w = −qδ−1w2

となる．
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